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In questo lavoro sono esposte, tra l’altro, le concezioni di G. PEANO sull in- 
segnamento della matematica, 

Si veda in proposito anche ;l lavoro n. 158 (Contro gli esami, 1912), e 
l'estratto del lavoro n. 208 (Giochi di aritmetica e problemi interessanti, 1924), 
contenuti nel presente volume, 


(Cfe.: U. CASSINA, Pita et opera de Giuseppe Peano, ’ Schola et Vita”, 
7 (1932), Pp. 117-148, n. 8; Su l’opera filosofica e didattica di Giuseppe Peano, 
discorso tenuto a Cuneo il 6 dic. 1953, ” Celebrazioni per l'intitolazione a G. 
Peano del liceo Scientifico statale di Cuneo ”, Pp. 7-19). 


Il lavoro n. 148 è stato tradotto in interlingua da N MASTROPAOLO (cfr, 
” Schola et Vita ”, 8 (1933), Pp. 39-47), UÈ, 


I principii di matematica si studiano nelle scuole elementari. 
Nelle scuole Secondarie si ricomincia colle definizioni, Nelle univer- 
sità, varii corsi di analisi cominciano colla definizione delle varie 
Specie di numeri, Nei trattati di calcolo, che una volta comincia. 
vano colle derivate, si è sentito il bisogno di premettere la teoria 
dei limiti, poi quella degli irrazionali, poi le definizioni di tutte le 
Specie di numeri. F finalmente laureati, e liberi di studiare ciò che 
si vuole, e dovendo insegnare agli altri, ci accorgiamo di avere sui 
fondamenti della matematica, idee confuse. Quindi si cercano con 
avidità i libri che trattano di Questi soggetti. Ogni anno se ne 
pubblicano dei nuovi, che gettano nuova luce sulle questioni contro- 
Verse, ma anche nuova oscurità in quelle ritenute Chiarissime, Valga 
un esempio, 

LEGENDRE introdusse quale definizione della retta, in sostitu- 
zione della Euclidea, ritenuta poco chiara, la ben nota: «La retta 
è il più breve cammino fra due punti », Questa definizione appariva 
chiarissima ai tempi di Legendre, e parrà tale agli allievi che inco- 
minciano uno studio di Geometria, Invece è cosa nota a tutti che 
l’idea di cammino, 0 lunghezza d'una linea, che comparisce nella de- 
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finizione di retta, è molto più complicata dell’idea che si definisce; 
e 1 trattati di calcolo non sono ancora concordi nella definizione della 
lunghezza di linea, e nella teoria relativa. Quindi la definizione di 
Legendre, che esprime un'idea semplice mediante una più complicata, 
sì deve rifiutare; e così è fatto nei moderni trattati. 
Diventando lo studio dei fondamenti sempre più ampio e inte- 
ressante, sì fondarono società collo scopo di seguirlo e di promuoverlo, 
Sorgono ovunque società collo scopo di arricchire i socii del metallo, 
la cui cupidigia è causa di tanti mali. Sorgono società per difendere 
gli interessi materiali e morali dei socii. Invece i professori di ma- 
tematica fondarono società in Francia, Germania, Inghilterra e Ame- 
rica, collo scopo di trattare i problemi scientifici, filosofici e didattici, 
che tangono il loro insegnamento. Ed ecco, pel medesimo puro, no- 
bile e disinteressato scopo, sorgere in Italia la società Mathesis, una 
delle prime per tempo, e purtroppo una delle ultime per i mezzi 
materiali di cui dispone. 
Lo studio di queste questioni filosofico-didattiche è anzitutto una 
soddisfazione della mente umana, alla continua ricerca della verità. 
È interessante il trovare nella trita via percorsa per secoli da tutte 
le generazioni, nuovi studii, nuove teorie, che esigono tutto l’acume 
della nostra mente. 
Ma essenzialmente questo studio è di utilità immediata al nostro 

prossimo, al pari di una scoperta, che ci permetta di correre più 
veloci, o che abbassi il prezzo del pane. Perchè la conoscenza di 
quelle questioni, e del modo di risolverle, ha per effetto di perfezio- 
nare il nostro insegnamento, di far procedere più veloci eli alunni 
nello studio, e dare a minor prezzo di fatica le cognizioni necessarie. 

Le persone che ai piaceri della filosofia preferiscono piaceri più 
materiali, scartano questi studii con una pregiudiziale. Siffatte que- 
stioni, essi dicono, non si potranno mai trattare nelle senole secon- 
darie, perciò ogni loro discussione e studio è inutile. È vero che 
queste questioni non si possono trattare nella scuola ; ma è neces- 
sario che l’insegnante conosca la soluzione, o le soluzioni di esse, 
affinchè sappia scegliere la migliore, e non ripetere quella sola che 
ha studiato in scuola; ed essenzialmente conosca le questioni che 
non hanno soluzione, e su cui si deve tacere. Chi non conosce bene 
i fondamenti d’una parte qualunque della matematica, rimane sempre 
titubante, e con una esagerata paura del rigore. 

Altri credono la matematica, almeno nei suoi fondamenti, im- 
mobile, sempre occupata a ripetere che due e due fanno ventidue. 
A sentir parlare di nuovi studii, e di dubbii sui metodi che 
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comunemente si seguono, se la prendono come offesa personale, ed 
in ogni occasione manifestano il loro odio contro il rigore, fino a di- 
ventare pericolosi. Cave canem ! 

Il rigore matematico è molto semplice, Esso sta nell’affermare 
tutte cose vere, e nel non affermare cose che sappiamo non vere. 
Non sta nell’affermare tutte le verità possibili. La scienza, o la ve- 
rità, è infinita; noi non ne conosciamo che una parte finita, e infi- 
nitesima rispetto al tutto. E della scienza che conosciamo, noi dob- 
biamo insegnare solo quella parte che è maggiormente utile agli 
alunni, 

Quindi, per essere rigorosi, non è necessario di definire tutti 
gli enti che consideriamo, In primo luogo, non si può tutto definire. 
Non si può definire il primo ente, e come già osservava Aristotele, 
non sl può definire la definizione, cioè il segno =. Gli studii più 
moderni riducono ad una decina gli enti appartenenti alle varie parti 
della matematica, cioè Logica, Aritmetica e Geometria, che non si 
sanno definire, 

E anche dove si può definire, non è sempre ntile il farlo. Ogni 
definizione esprime una verità, cioè che si può stabilire una egua- 
glianza, il cui primo membro è l’ente definito, e il secondo, o membro 
definiente, è un’espressione composta cogli enti già considerati. Ora 
se questa verità è di forma complicata, o comunque difficile ad esporsi, 
essa apparterrà a quell’ordine di verità che non conviene insegnare 
in una data scuola, e che conviene tacere. 

Così oggi è noto che tutti gli enti geometrici si possono definire 
mediante due: punto, e distanza di due punti. Ma prima che il prof, 
PIERI nel 1898, e il prof. HILBERT nel 1899, mettessero ciò in luce, 
questa verità era ignorata. 

E anche ora, che essa è acquisita, non esiste ancora alcun 
trattato scolastico basato su questa riduzione. La risposta alla que- 
stione delle definizioni geometriche esiste nel campo scientifico, non 
ancora in quello didattico. 

Parimenti, ogni dimostrazione esprime una verità di un altro 
ordine; cioè che una data proposizione è conseguenza logica delle 
proposizioni precedenti. Se la dimostrazione è complicata, noi pos- 
siamo tacere questa verità. 

Ad esempio, si è cominciato a dimostrare le proprietà commu- 
tativa, associativa, distributiva dell’addizione e della moltiplicazione, 
cioè a ridurle ad altre più semplici, prima da LEIBNIZ, che per primo 
dimostrò 2 2= 4, poi da GRASSMANN, e l’analisi fu continuata dal 
DEDEKIND e da altri. Tuttavia il mondo ha sempre conosciuto queste 
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verità; e vediamo ancora contadini illetterati a farne uso nell’ese- 
guire a memoria le moltiplicazioni di cui hanno bisogno, arrivando 
ad una perizia di calcolo mentale, mirabile per il pubblico assuefatto 
a fare i calcoli sulla carta. Perciò la dimostrazione di quelle verità 
costituisce una nuova verità, la cui importanza può essere inferiore 
a quella di altre teorie; e si possono tacere quelle dimostrazioni, 

In conseguenza, un libro qualunque, anche il più spropositato, 
sì può rendere rigoroso, cancellandovi quanto vi è di falso, e ciò 
che rimane è la parte utile di quel libro. Si vede così che il rigore 
produce la semplicità e l'economia nell’insegnamento. 

Quindi da molti trattati di aritmetica, che ancora infestano le 
scuole, togliamo la definizione: « L’addizione è quell’operazione per 
cui sì sommano (si riuniscono) più numeri » che esprime aggiungere 
mediante i sinonimi sommare o riunire. Sopprimiamo la definizione 
del sottrarre mediante il levare o togliere, parole queste non definite. 
Queste pseudo-definizioni sì basano sul fatto che il linguaggio co- 
mune ha una moltitudine di forme differenti per esprimere la stessa 
idea, una ricchezza o spreco di parole. Queste frasi che si fanno pas- 
sare per definizioni, non danno alcuna idea dell’addizione e sottra- 
zione, e se gli allievi arrivano a intendere e eseguire queste opera- 
zioni, ad onta di quelle definizioni, vi riusciranno meglio non dando 
alcuna definizione, come del resto già si fa in più scuole. 

Sopprimiamo dalle Geometrie dette Euclidee, la definizione di 
punto mediante parte, di linea mediante lunghezza, di superficie me- 
diante larghezza, le definizioni di retta, di piano, che tutte esprimono 
l'ignoto per l'ignoto (‘). Sopprimiamo tutto ciò, e sostituiamoci nulla, 
perchè sempre punti rette e piani stanno davanti ai nostri occhi. 

Sopprimiamo dall’aritmetica di EvuoLiDE la definizione: (libro 
VII, 1): Movdag got, xa? Îv Exaotov tOv Ivrov 8v Myerar, che vale 
in sostanza: «unità è ciò che è uno ». Così la definizione di numero. 

Per secoli si è operato sui numeri negativi, sui fratti, sugli ir- 
razionali, sugli imaginarii; solo l’ultima generazione si è occupata 
di darne definizioni rigorose; ma il lavoro non è finito, le teorie 
che si espongono non sono concordi, e spesso si presentano teorie 
nuove. Ad es., la definizione di numero fratto, già trattata da tanti 
con metodi diversi, fu di nuovo posta a concorso dalla vostra bene- 
merita società Mathesis, durante il congresso dello scorso autunno 


(4) È curioso l’osservare che Aristotele, cento anni prima di Euclide, riporta 
e critica alcune definizioni di Euclide. Così la definizione «yoauu) éore uijxos 
arkates » (la linea è Innghezza senza larghezza), è criticata perchè negativa, 
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in Padova. Il premio in denaro era molto minore dei premii per le 
corse di cavalli o di automobili. Ma è notevole che 1 socii si siano 
privati di una parte del loro non lauto stipendio per sentire a par- 
lare di numeri fratti; e più notevole ancora che qualcuno, spinto non 
dal premio, ma dal comune ideale, vi sia indotto a lavorarvi, e farne 
oggetto di lezione, Il premio fu vinto dal prof. PADOoA di Genova, 
con una sua nuova teoria. 

La critica all'opera di Euclide o di altri, non significa man- 
canza di rispetto ma è indice di stima. L’opera di Euclide sfida i 
secoli. Invano il grande Legendre tentò, or è un secolo, una geo- 
metria superiore all’Euelidea; invano negli ultimi cinquant'anni si 
introdussero nei trattati di geometria delle teorie di KANT sugli spa- 
zl; il libro di Euclide apparve sempre superiore a tutti. Del resto, 
in greco, definizione è indicato per doioudc, e così dice sempre ARI- 
STOTELE. Invece le proposizioni di Kuclide, criticate quali definizioni, 
portano il titolo 6g0: e doos significa termine. Quindi quelle pagine 
sono una raccolta di termini, come un dizionario, e le proposizioni 
relative non sono definizioni, nè postulati, nè teoremi; sono schia- 
rimenti; la versione di 6005 per definizione può essere impropria. 

In generale, la critica deve sempre essere intesa nel significato 
etimologico e benevolo della parola. Solo chi ha lavorato può essere 
soggetto alla critica e discussione. Chi non lavora è al di sotto della 
critica. 

Del resto, le definizioni dell’ignoto per l’ignoto sono ancora ab- 
bondanti nei trattati di matematica. Per più anni io ho insegnato : 
« chiamasi serie una successione di quantità formate con legge deter- 
minata », e solo più tardi mi accorsi che le parole successione e legge 
dovrebbero alla lor volta venir definite (*) 

Se da un trattato di aritmetica sopprimiamo ciò che è inesatto, 
e ciò che è superfluo, quale la molteplicità di termini equivalenti, il 
libro sì riduce molto, e finisce per ridursi a soli simboli. Se da al- 
cuni anni, e precisamente verso il 1889, io pervenni, con altri, per 
via puramente teorica, alla scrittura simbolica, collo scopo di analiz- 
zare alcune questioni difficili di matematica, specialmente relative ai 
fondamenti, altri prima di noi, e condotto da pure ragioni didattiche, 
arrivò allo stesso risultato. Per limitarci al nostro paese, il prof. GER- 
BALDI, ora all’Università di Pavia, pubblicò un’aritmetica ad uso 
delle scuole elementari, di cui l’edizione, che qui presento, è del 1888, 


(*) Tali sono la definizione di funzione mediante corrispondenza, di gruppo 
mediante insieme e proprietà, eco. 
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che è tutta in simboli. Questa aritmetica, pubblicata per incarico 
del comune di Roma, dietro consiglio del compianto prof, Cerruti, fu 
adottata per molti anni, con ottimo successo, Essa rappresenta il ri- 
gore assoluto. 

I simboli sono tutto ciò che si possa imaginare di più rigoroso 
ad un tempo, e di più semplice chiaro e facile per gli alunni, I nuovi 
metodi sono difficili, non agli allievi, ma agli insegnanti. Questi sono 
obbligati a fare uno sforzo a studiarli, e a guardare da un nuovo 
punto di vista delle cose che furono presentate loro sotto un diverso 
aspetto. Siamo tutti occupati nei nostri lavori, e impossibilitati a 
seguire tutte le novità. Alcuni, al vedere le novità, possono dire 
rettamente: saranno magari delle belle cose, ma non le posso stu- 
diare. Altri invece pretendono di aver la scienza infusa, e dicono 
& priori che il libro è difficile, che essi non lo capiscono, e allora 
come lo potranno intendere gli allievi? E alle volte si espongono al 
ridicolo degli allievi di scuole secondarie, che hanno capito. 

Per riconoscere se una teoria sia esatta, occorre la logica natu- 
rale. I suoi metodi, studiati e classificati, in quanto si riferiscono 
alla matematica, costituiscono la logica-matematica. Un criterio estra- 
neo sta nel consultare su di una stessa questione, più libri. Se ve- 
diamo divergenza di opinioni, possiamo in generale conchiudere che 
la teoria non è ancora assodata. 

Uno dei punti più controversi, e a cui mi limiterò, è l’introdu- 
zione delle varie specie di numeri, naturali, negativi, fratti, irrazio- 
nali e imaginarii. E qui finisce; poichè le definizioni dei varii nu- 
meri complessi, quaternioni e sostituzioni, non presentano più diffi- 
coltà. 

La difficoltà nella definizione di questi varii enti è in parte lin- 
guistica. Introdotta la parola numero, come versione dell'’aodbudc di 
Euclide, o numero naturale, la frase numero primo indica e in gram- 
matica e in matematica, una classe di numeri, come uomo bianco indica 
una classe di uomini. Invece la seconda frase numero negativo, non 
indica una classe di numeri, secondo la grammatica, ma bensì una classe 
più ampia di quella dei numeri. Qui l'aggettivo non restringe la classe 
cui si applica, ma la dilata. Così numero razionale indica una classe 
non contenuta, ma contenente la seconda, e numero reale indica una 
quarta classe più ampia della terza. Questa nomenclatura, contraria 
all'uso comune, non si trova in Euclide, quantunque i più interessanti 
calcoli sugli irrazionali vi siano sviluppati. Essa è abbastanza recente. 
In conseguenza si volle per forza che la frase «numero negativo » 
indicasse un numero, e così si fabbricò il « principio di permanenza » 
dall’HANKEL nel 1867. 
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Vediamolo in azione. Si sogliono premettere le proposizioni, su 
cui non cade alcun dubbio : 

Non esiste alcun numero (della serie 0,1,2,...) Che aggiunto a 
1 dia per resultato 0. 

Non esiste un numero (intero), che moltiplicato per 2 dia 1. 

Non esiste numero (razionale), il cui quadrato sia 2. 

Non esiste numero (reale), il cui quadrato sia — 1, 

Allora si dice: per ovviare siffatto incoveniente, noi estendiamo 
il concetto di numero, cioè introduciamo, fabbrichiamo, creiamo, (wir 
erschaffen, dice DEDEKIND), un nuovo ente, un nuovo numero, un 
segno, un Zeichen-Verkniipfung, ecc., che diremo — 1 o 1/2, 0 V2, 
o |— 1, che soddisfi alle condizioni imposte. Cioè ; 


—1= quel numero « tale che x +1=0, 


1/2= » » ei = 1], 
/2= » » o 
(—-1= » » g*= — 1, 


Se nel secondo membro, per numero sì intende ciò che fino a 
quell’istante ha quel nome, gli enti considerati sono contradittorii 
in sè; quindi si sono dati varii nomi all’ente non ente. Ovvero nel 
secondo membro per numero s’intende un nuovo ente, e allora re- 
sulta definito l’ignoto per l'ignoto; e il, dire che esso è «ganz ver- 
schieden von allen Zahlen », dice ciò che esso non è, e non ciò che è, 
È poi naturale il domandarsi, perchè qui si creano nuovi enti, e in 
altri casi di impossibilità, no. Non esiste il massimo numero primo ; 
per la generalità dell’aritmetica, fabbrichiamo un numero primo ideale, 
maggiore di tutti i numeri primi. Due rette parallele non hanno 
punto euclideo comune, e si imagina il punto all'infinito; due rette 
sghembe non hanno punto comune; per togliere tutte le eccezioni 
attribuiamo loro un punto transinfinito comune. « Ecequis risum te- 
_neat», dice GAUSS a proposito di questa introduzione degli imagi- 
narii. « Hoc esset verbis ludere seu potius abuti ». 

Il principio di permanenza pervenne al suo apogeo con SCHU- 
BERT, nella « Encyclopidie der Mathematischen Wissenschaften », 
il quale afferma che si deve « beweisen dass fiir die Zahlen in erwel- 
terten Sinne dieselben Siitze gelten, wie fiir die Zahlen in noch 
nicht erweiterten Sinne » (*). Ora se tutte le proposizioni che valgono 


(*) Cfr, il lavoro n. 127 (Principio de permanentia, 1903) contenuto in questo 
volume (nella categoria VII, Varie). U. €, 





| 
| 
| 
| 
| 


280 GIUSEPPE PEANO 


pegli enti di una categoria, valgono pure per quelli di una seconda, 
le due categorie sono identiche; e quindi, se si potesse provare ciò, 
i numeri fratti saranno interi. Nell'edizione francese dell’ « Encyclo- 
pédie », le cose furono messe a posto. Si dice che si deve essere 
«guide par le souci de conserver autant que possible les loîs for- 
melles », Così il principio di permanenza acquista il valore di un 
principio non di logica, ma di pratica, e della massima importanza 
nella scelta delle notazioni, Precisamente fondandosi sn questo prin- 
cipio, caso particolare di quello che il MAcH chiamò principio del- 
l'economia del pensiero, i proff. BURALI-FORTI e MARCOLONGO riu- 
scirono a districare l’arruffata matassa delle notazioni del calcolo 
vettoriale, ove tutto era arbitrario, e molti eredono ancora che le 
notazioni siano necessariamente arbitrarie. 

Gli enti prima considerati — 1, 1/2, 2, =, Sì possono defi- 
nire, cercandoli in una categoria nota che li contenga. Risultano per 
astrazione, ovvero come operazioni. 


Le questioni cui ho accennato sono tanto più interessanti, quanto 
più si studiano. Chi ha tempo, può consultare nn capolavoro del 
RUSSELL, The principles of mathematies del 1903, Altri libri più re- 
centi sono del MANNOURY e del KLEIN. Anche PoINCARÉ ha comin- 
ciato a occuparsene. Il Periodico di Matematica del prof, LAZZERI 
contiene spesso articoli interessanti su questi soggetti. L'ultimo nu- 
mero contiene un bellissimo articolo del prof. CrPoLLA sulle frazioni. 
Pregevoli pure, sotto lo stesso aspetto, sono molti articoli nel Bol- 
lettino pubblicato dal prof. ContI. Questi studii, oltre all’interesse 
scientifico, rendono subito l’insegnante più atto al suo officio. È que- 
sto un beneficio che si diffonde e propaga, e ne genera altri. 

Auguro alla società Mathesis, per l’ottimo indirizzo in cui si è 
avviata, per merito dei collaboratori, e in modo speciale, dell’infati- 
cabile sno fondatore, completo successo. 

X ringrazio gli intervenuti, che ebbero il coraggio di sacrificare 
la giornata di riposo, per ascoltare delle chiacchere sui fondamenti 
dell’analisi, e non la loro esposizione, 





(77). IL PRINCIPIO DELLE AREE 
E LA STORIA DI UN GATTO 


(Rivista di matematica, vol. V, 1895, gen., Pp. 81-32) 


I lavori n, 77, 79, 80, 84, 89 (degli anni 1895-96) sul moto del polo, che 
hanno preso lo spunto dalle celebri esperienze sulla caduta del gatto discusse 
all'Accademia delle Scienze di Parigi nella seduta del 29 ottobre 1894, sono 


stati oggetto di nna polemica con V. VOLTERRA per motivi di priorità e di 
sostanza. 


Perciò, essendo stati pubblicati nelle « Opere matematiche » di V. VoLtERRA 
a cura dell’Accademia dei Lincei tutti i lavori sull'argomento, si pubblicano nelle 
presenti “Opere scelte” anche tutti i lavori di G. PraNO: in particolare anche 
la presente nota informativa n. 77 (del gennaio del 1895), che è il primo lavoro 
dedicato da G. Peano alla questione. 


L'ultimo è il lavoro n. 89 (presentato all'Accademia dei Lincei il 1° marzo 
1896) in cui, facendo uso dell'analisi matematica classica, G. PEANO ritrova e 
conferma tutti i risultati già ottenuti mediante il suo calcolo geometrico. 


(Cfr. : U. Cassina, Su un teorema di Peano e il moto del polo, ” Rend. Ist, 
Lomb,” (Scienze A), 92 (1958), pp. 631-655). U. C. 


Molti giornali si sono occupati della discussione avvenuta all’Ac- 
cademia delle Scienze di Parigi, a proposito della questione citata; 
sicché non sarà fuori di Inogo il darne un cenno ai nostri lettori. 

Come è noto, per studiare i moti degli animali, moti troppo 
celeri per potersi analizzare ad occhio, si fa con speciali apparecchi 
una serie di fotografie istantanee dell'animale in moto, al intervalli 
vicinissimi fra loro. 

Dall’esperienza popolare risulta che un gatto, comunque abban- 
donato, cade sempre sulle proprie zampe. Il signor Murley, distinto 
fisiologo, volle appunto studiare i movimenti di un gatto abbandonato 
con le zampe all’insù, e presentò all'Accademia delle Scienze di 
Parigi, nella seduta del 29 ottobre 1894, 32 fotografie da lui fatte 
durante la caduta di questa bestiolina. Da esse risulta chiaramente 
che il gatto ha compiuto esattamente un mezzo giro. 
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Questa comunicazione diede luogo a discussioni, cui presero parte 
parecchi Soci, poiché ciò pareva in contraddizione con la legge di 
meccanica chiamata principio delle aree. Invano il Delaunay (!) af. 
ferma che se un essere animato è abbandonato libero nello spazio, 
non solo non puo spostare il suo centro di gravità, ma nemmeno 
darsi un moto di rotazione intorno a questo punto. 

In conseguenza, chi spiegò il fenomeno che il gatto si è effet- 
tivamente voltato, ricorrendo alla resistenza dell’aria; altri suppose 
che il gatto, nell’istante che è abbandonato, si imprimesse un moto 
rotatorio appoggiandosi con le zampe contro le mani dell’esperimen- 
tatore. Ma queste spiegazioni non sono soddisfacenti, per ragioni che 
qui è inutile esporre. D'altra parte, esaminando meglio il principio 
delle aree ne risulta bensì che un corpo rigido non può di per sé 
mettersi a rotare, né un corpo comunque deformabile non può, in 
virtù di forze interne, anche per un solo istante, rotare come rota 
un corpo rigido, ma effettivamente un corpo non rigido può, con 
moti relativi delle sue parti, deformarsi in modo che in fine esso si 
è capovolto, o se vogliamo ha rotato, benché effettivamente in nessun 
istante del suo movimento esso roti come nn corpo rigido. E la 
possibilità di questo fenomeno fu spiegata dai sigg. Guyon, Lévy, 
Mesny, Appell, Lecornu, ecc. Il Deprez fece costruire un apparecchio 
il quale, in virtù di azioni interne, poteva rotare di un certo angolo, 

Ma la spiegazione del moto del gatto parmi assai semplice. 
Questo animale abbandonato a sé descrive colla sua coda un cerchio 
nel piano perpendicolare all'asse del suo corpo. In conseguenza, pel 
principio delle aree, il resto del suo corpo deve rotare in senso Op- 
posto al moto della coda; e quando ha rotato della quantità voluta, 
egli ferma la sua coda e con ciò arresta contemporaneamente il moto 
suo rotatorio, salvando in tal guisa sé e il principio delle aree, 

Questo movimento della coda si vede benissimo ad occhio nudo; 
risulta egualmente chiaro dalle fotografie fatte. In esse si vede che 
le zampe anteriori, avvicinate all’asse di rotazione, non influiscono 
nel movimento. Le zampe posteriori, pure distese in vicinanza del- 
l’asse di rivoluzione, forse descrivono dei coni, nello stesso senso 
della coda, e quindi contribuiscono alla rotazione del corpo in senso 
opposto. Ne risulterebbe che un gatto senza coda si capovolgerebbe 
con molto maggiore difficoltà. Avvertenza importantissima: fare 
queste esperienze con un gatto fidato! 


(1) Mécanique rationnelle, p. 450, 


> cc Mao 


pre ene 





Questo moto del gatto diventa così una elegante applicazione del 
principio delle aree. Altre conferme sperimentali sono facili ad imma- 
ginarsi, Così se un uomo si dispone in modo da poter rotare libera- 
mente attorno ad un asse verticale, p. e. salendo su di un’altalena 
appesa ad un punto, e se con la sua mano descrive delle curve 
chiuse orizzontali, il suo corpo roterà in senso opposto, come se la 
curva descritta dalla mano fosse una ruota che ingrani nel suo corpo. 
E se sì fa rotare un lungo bastone in un piano orizzontale, il suo 

Corpo roterà in senso opposto. Questo bastone corrisponde alla coda 
del gatto, 
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(84). SUL MOTO DI UN SISTEMA NEL QUALE 
SUSSISTONO MOTI INTERNI VARIABILI 


(Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Serie 5%, Vol, IV, 
20 Bem., A, 1895, 10 dic., pp. 280-282) 


Le dne note, a cni G. Praxno si riferisce in principio, sono i precedenti 
lavori n. 79 e 80, 

Per il riferimento al problema della caduta del gatto ed alla polemica con 
V. VOLTERRA cfr. l'annotazione preliminare al lavoro n. TT. U, Gi 


«In un articolo avente questo stesso titolo, e pubblicato nei 
Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, il 15 settembre scorso, il 
prof. Volterra conferma con i suoi calcoli uno dei risultati eni per- 
venni nelle mie due Note Sullo spostamento del polo terrestre, pub- 
blicate negli Atti della R, Accademia di Torino, in data 5 maggio e 
23 giugno. E siecome la questione del moto del polo è ora assai 
interessante, credo utile l’esporre in poche parole i risultati cui per- 
venni, e che si possono ritrovare per ogni via. 

«È noto che circa un anno fa (29 ottobre e 5 novembre 94), 
nell'Accademia delle scienze di Parigi fu discussa la comune affer- 
mazione che un gatto, comunque abbandonato, cade sempre sulle sue 
zampe. E se per un istante si ritenne ciò contrario al principio delle 
aree, si riconobbe poi facilmente che questo principio, rettamente 
inteso, spiega completamente il fenomeno. Io pure mi occupai breve: 
mente della questione nella Rivista di Matematica (gennaio 1895). 
KH precisamente un essere vivente può cambiare a suo arbitrio il 
proprio orientamento col far deserivere un ciclo chiuso ad una parte 
del suo corpo (la quale, nel gatto, ritengo sia la coda). 

< Discutendosi in seguito la questione dello spostamento del polo 
terrestre, prodotto da moti delle parti della terra, quali le correnti 
marine, feci notare a qualche persona l'identità delle due questioni, 
poichè invece del gatto e della sua coda si può parlare della terra 
e del suo mare. Ma non essendomi prestata fede, pubblicai la mia 
prima Nota (5 maggio). 

«In questa dapprima, introducendo il calcolo geometrico, metto 
aleuni noti principî di meccanica sotto forma nuova, e che io ritengo 
più intuitiva. In seguito considero un corpo, che diremo terra, com- 
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posta di una parte rigida (continente), e d'una mobile qualunque 
(mare). Faccio astrazione dalle forze esterne. Allora il principio delle 
aree, o delle quantità di moto, dice che 

(Quantità di moto del continente)+(Quantità di moto del mare)=costante, 
ove le quantità di moto sono considerate come forme geometriche, 
Conoscendo la costante del secondo membro, e la quantità di moto 
del mare, deduco di qui quella del continente; e conoscendone gli 
elementi di inerzia, deduco la velocità d’un punto qualunque della 
terra, e quindi la velocità del polo. 

«Onde riconoscere se le correnti quali noi vediamo sulla terra, 
possano produrre uno spostamento sensibile del polo, feci il calcolo nu- 
merico sulla corrente del Golfo (Gulfstream), e trovai che essa da sola 
imprimerebbe al polo la velocità di circa un metro all'anno (4). Onde 
conchiudo che queste correnti possono produrre effetti non trascen- 
rabili. Non mancai però di notare che le correnti marine, regolar- 
mente distribuite sulla terra, producono un effetto nullo. 

«Sicchè il principio delle aree, convenientemente enunciato, con- 
tiene sotto forma finita ed a primo grado la velocità del polo. In 
questa questione non compaiono derivate seconde, nè accelerazioni, 
nè forze, ma sole quantità di moto. Si capisce senz'altro che la stessa 
equazione permetta, data la velocità del polo, di trovare la quantità 
di moto che la può produrre; il problema è sempre di primo grado. 
Quindi noi potremmo far muovere il polo a nostro arbitrio, se potes- 
simo produrre convenienti correnti marine. 

«Ma molti autori dicono esplicitamente che le correnti dell’inten- 
sità di quelle che noi vediamo, supposto il continente rigido, non pos- 
sono produrre che piccoli spostamenti, oscillazioni, moti periodici del 
polo. I calcoli sono fatti trascurando dei termini che sono trascurabili 
solo quando si sappia già che questi spostamenti sono piccoli. 

« Per (decidere completamente siffatta questione, nella mia 2% Nota 
(23 giugno) risolsi il problema: Data la quantità di moto del mare in 
funzione del tempo, trovare non solo la velocità del polo, ma bensì la 
sua posizione alla fine d’un tempo qualunque #. Trattai dapprima alcuni 
casi particolari in cui basta la matematica elementare. Fra questi tro- 
vasi il moto per cui un punto della terra passa dal polo all'equatore 
con moto equabile, descrivendo un meridiano, il quale è ottenuto com- 


(4) Sir William Thomson calcolò nel 1874 che i fenomeni meteorologici e 
marittimi possono produrre una variazione di latitudine di mezzo secondo (=15m.) 
Ma non pubblicò il modo con cui fece il calcolo. Vedasi ad es. lAnnuaire du 
Bureau des longitudes, a. 1895, B. 10. 
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ponendo due moti rotatorî equabili. È questo il risultato che il 
prof. Volterra viene a confermare colla sua ultima Memoria. Qua- 
lunque si sia poi quella funzione, ricondussi il problema ad altro 
noto, ed espressi la posizione del polo mediante una serie sempre 
convergente, 

«Ora se la questione si può per questa via facilmente e com- 
pletamente risolvere, la ragione per cui altri si imbattè in gravi 
difficoltà, credo dipenda dall’uso abituale di lunghe formole per 
indicare idee semplici. 

«Così 11 prof. Volterra, nella sua Memoria Sulla teoria dei moti 
del polo terrestre (Atti Acc. Torino 3 febbraio 1895), comincia collo 
serivere tre equazioni le quali, geometricamente intese, dicono che 
un certo vettore (indice della quantità di moto) è costante. Egli le 
deriva, le trasforma, e nel caso generale che ci interessa, giunge ad 
un solo integrale (ultima pagina della Memoria), che significa « La 
lunghezza di quel vettore è costante ». 

«E chi non ama il termine vettore, elevando a quadrato e som- 
mando le tre prime equazioni (2% pagina), troverà l'integrale del 
prof. Volterra. 

«Il medesimo autore nella sua Memoria Sui moti periodici del 
polo terrestre (id. 5 maggio 95) non tratta il problema generale; ma 
parte dal presupposto che î moti del polo di rotazione siano decompo- 
mbili in moti armonici (pag. D4T); ammette in seguito che certe quan- 
tità siano piccolissime, cioè che il polo si sposti di pochissimo, e 
trascura più termini (pagina 550 e nota a pag. 551). Ad onta di 
queste limitazioni, il moto progressivo del polo, quale io trovai, non 
sarebbe del tutto sfuggito se l’autore a pag. 992, dopo aver diviso 
per una quantità che può esser nulla (4, — ©), non avesse con- 
chiuso : « Le formole precedenti perdono ogni significato quando sia 
An = 0, , dovrà dunque essere 4, = >. Se invece si bada che 
S est di dà una funzione periodica per « diverso da zero, ma dà il 
termine secolare £ per a =0, sarebbe in questo comparso il moto 
progressivo. 

«Credo inutile aggiungere altro, poichè infine il prof. Volterra 
convenne nel mio risultato che «moti relativi comunque piccoli, 
agendo per un tempo sufficiente, possono spostare comunque il polo 
terrestre anche supposto il continente rigido ». 
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(127). PRINCIPIO DE PERMANENTIA 
Exercitio de Latino recto 


(Revista do Mathematica (Rivista di matematica), vol. VIII, 1902-1906, 1908, 
dio 298 (20 ott.), pp. 84-87) 


In questa nota è usato per la prima volta il latino sine flexione introdotto 
nel lavoro n. 126 (del 1903), contenuto nel vol, II di queste “Opere scelte”, | U, €, 


| Omne vocabulo es inflexibile. 

Vocabulario latino commune, qui contine nominativo et genitivo 
de nomen, infinito de verbo, contine omne vocabulo de hic Nota, 
aut Identico, aut cum abreviatione: 

a) Si termina in -a, muta -a in -are, vel in -ari, et es infinito de verbo. 
b) Si termina in -e, muta -e in -ere, vel -i, et es infinito de verbo; 
vel muta -e in -is et es genitivo de nomen, 

SES > -es et es nominativo de nomen. 

In loco de me, te, aliquo quaere ego, tu, aliquis. 

c) Sl termina in -i, muta -i in -ire, vel -iriî, et es infinito de verbo. 

d) Sì termina in -0, muta -0 in -us -um -u, et es nominativo de nomen, 
vel muta -o in -i et es genitivo de nomen. 

e) es quaere sum, esse. | 


Allquo auctore introduce numero negativo, fracto et imaginario, 
ut applicatione de regula, qui ille dice « principio de permanentia ». 
Hie principio varia aliquanto prope diverso auctore. 

Prof. SCHUBERT, in Encyclopiidie der Mathematischen Wissen- 
schaften, t. 1, p. 11, expone hie principio sub forma celaro sed er- 
roneo. Ille dice: 

« Princip der Permanenz in viererlei besteht: 

«erstens darin, jeder Zeichnen-Verknipfung, die keine der bis 
«dahin definierten Zahlen darstellt, einem solchen Sinn zu erteilen. 
«dass die Verknipfung nach denselben Regeln behandelt werden 
«dari, als stellte sie eine des bis dahin definierten Zahlen dar: 
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«zweitens darin, eine solche Verknipfung als Zahl im erwelter- 
«ten Sinne des Wortes zu definieren und dadurch den Begriff der 
«Zahl zu erweitern ; 

« drittens darin, zn bewelsen dass filr die Zablen im erweilterten 
«Sinne dieselben Siitze gelten, wie fir die Zahlen im noch nicht 
« erweiterten Sinne; 

« viertens darin, zu definieren, was im erweiterten Zahlengebiet 
« gleich, gròsser und minor heisst ». 


Versione : 

« Principio de permanentia ex quatuor articulo consta: 

«1, ad omne signo-reunione (!) qui non repraesenta numero qui 
«nos ante defini, nos tribue tale senso, ut nos posse tracta reunione 
«juxta idem regula, velut si hic reunione repraesenta numero, qui 
«nos ante defini; 

«2, nos defini hie reunione nt numero, in lato senso de voca- 
« bulo, et ita nos extende idea de numero; 

«5, nos demonstra quod per numero in lato senso omne theo- 
«rema vale, ut per numero in non lato senso; 

«4. nos defini, quod in campo de numero lato nos voca aequale, 
«malore et minore ». 


SI omne regula et omne theorema super numero In senso non 
lato subsiste super numero in senso lato, necesse es ut numero in 
senso lato es identico ad numero in senso non lato. Nam duo ente 
es Inter se aequale, si omne proprietate de uno es quoque proprie- 
tate de alio. Hoe es ipse definitione de aequalitate: 

« Eadem sunt quorum unum in alterius locum substitui potest, 
salva veritate » (Leibniz, vide Formulario (t. IV) $ 2, P4*3) quod me 
traduce: « Plure ente es idem, si nos posse substitue uno de ille in 
loco de altero, et veritate (de propositione) es salvo ». 

Quum nos trans-i ab uno specie de numero ad specie magis 
lato, semper debe omitte aliquo proprietate. 

Relatione 


a+b > 
es vero per numero absoluto, falso per numero eum signo. 
Sì nos trans-i ab numero imaginario simplice ad quaternione, 
nos omitte proprietate commutativo de producto. 


(4) Vide « Latino sine flexione » $ 6 j). 
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Ergo definitione, qui nostro auctore da de 0, de numero nega- 
tivo, de fracto, ete. basa super principio absurdo. Hic definitione 
non es legitimo, 

Nos repete idem critica ad Elementare Arithmetik und Algebra 
de ipse Prof. SCHUBERT (Leipzig a. 1899, pag. 33) qui enuntia ipse 
principio cum primo et secundo articulo. 


HANKEL, T'heorie der Complexen Zahlensysteme, Leipzig, a. 1867, 
quum nancisce «principio de permanentia de lege formale», dice 
in pagina 5: 

«Wenn b>e ist,... die Substraction ist.... unméglich. Nichts 
« hindert uns jedoch, dass wir in diesem Falle die Differenz (c—) 
«als ein Zeichen ansehen, welches die Aufeabe [(c—-b)+b=c] list 
«und mit welchem genau so zu operiren ist, als wenn es eine mi- 
«merische Zahl aus der Reihe 1, 2, 3.., wire ». 

Versione: « Si b>e es, subtractione es ne-possibile. Nihil obsta 
«tamen, quod nos in hie caso considera differentia (c—b) ut signo, 
«qui resolve quaestio, et cum qui exacte nos debe opera, ut si ille 
«numero ex serle 1, 2, 3... eS>. 

Contra he modo de ratiocinio Gauss antea dice: 

« Quodsi quis dicat, triangulum rectilinenum aequilateram rectan- 
gulum impossibile esse, nemo erit qui neget. At si tale trianeulum 
impossibile tanquam novnm triangulorum genus contemplari, aliasque 
triangulorum proprietates ad illud applicare voluerit, ecquis risum 
teneat? Hoc esset verbis ludere seu potius abuti ». (Formul. (t. IV) 
pag. 219). Versione: 

«Si aliquo dice quod triangnlo rectilineo aequilatero rectangulo 
«Impossibile es, nemo tunc es qui nega. Sed si aliquo velle con- 
«templa tale triangulo impossibile tanquam novo genere de trian- 
«gulo, et applica ad illo omne alio proprietate de triangulo, an qui 
«tene riso? Hoc es lude eum verbo, vel potius abute ». 


Prof. CHRISTAL, Algebra, Edinburgh a. 1889, p. 6, re-dice 
idea de Hankel: 

<«Assuming that the quantityr -—+a— always exists, we may 
show that the laws of commutation and association hold », 

Versione: 

«Si nos assume quod quantitas +a—d semper existe, posse 
monstra quod lege de commutatio et associatio mane ». (?) 


(®) Nota analogia grammaticale de «show» cum «monstra », 
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Hoc es, s1 nos assume absurdo, non solo nos posse deduce lege 
de commutatione, sed omne lege qui nos velle, nam ex absurdo 
omne consequentia deriva. 

Non sub forma de principio absoluto, sed sub forma de consilio, 
lice quod nos dice: 

<Quum nos introduce novo calculo, es multo utile quod nos 
sume nomenclatura et notatione ita ut novo calculo fie quam ma- 
xime simile ad calculo antiquo ». 

Me dice «quam maxime simile », nam «identico » es absurdo. 

Ita Algebra, qui indica cum idem signo +, ><, =... operatione 
non solo inter numero integro, sed etiam inter fracto, es magno 
progresso super longo methodo de antiquo graeco; Algebra reduce 
toto libro X de Euclide, noto per magnitudine et difficultate, ad 
uno pagina, qui professore sole doce in uno lectione in Instituto 
tecnico (3), 





In saeculo ultimo plure auctore indica cum idem signo +, sive 
summa de algebra, sive resultante de vectore, et ita construe Cal- 
culo geometrico, qui in respecto ad Geometria, es idem progresso 
quam Algebra in respecto de Arithmetica graeco. 

Tune principio de permanentia idem es ac principio generale 
de oeconomia, qui subsiste in linguistica, didactica et politica, ut 
demonstra E. MAcH, in capitulo de «natura oceconomico de progresso 
physico » de Popultiir Vorlesungen, Leipzig a. 1903. 


(®) Vide Formul. (t. IV) p. 111. 








(158). CONTRO GLI ESAMI 


(Torino Nuova, 17 agosto 1012, p, 2) 


Cir. l'annotazione preliminare al lavoro n. 143 (Sui fondamenti dell'analisi, 
1910) di questo volume, U, OC. 


Gli esami che si danno nelle nostre scuole sono spesso inutili, 
e non di rado dannosi. Il governo e gli enti pubblici in generale, 
debbono dare ogni specie di istruzione. 

Ognuno si serva di questa istruzione largamente impartita se- 
condo le condizioni proprie e della sua famiglia, Chi più impara, 
più sarà potente. Ma l'attestazione che il governo dà cogli esami 
ufficiali, e a cui tutto il pubblico italiano crede, ha pochissimo valore, 

Nella vicina Svizzera, un ragazzo di 6 anni è inscritto nella 
prima elementare, a sette anni nella seconda, e così via. Non av- 
viene lo sconcio che un ragazzo sia rimandato, una o più volte, 
come da noi, siechè un giovinotto di 16 anni frequenti la classe di 
quelli di 12 anni, in cui è completamente spostato, e in cui cor- 
rompe le menti dei suoi compagni, Ognuno fa dell’insegnamento il 
profitto che può, Gli esami ci sono pro forma per gli allievi; dati 
alla presenza d’un ispettore governativo, servono solo a riconoscere 
che il professore ha fatto il proprio dovere. Non ci sono premii o 
distinzioni speciali che producano invidie fra i piccoli alunni. Per 
gli alunni deficienti sonvi scuole speciali. 

È un vero delitto contro l'umanità il tormentare i poveri alunni 
con esami, per assicurarsi che essi sappiano cose che la generalità 
del pubblico istruito ignora. 

Così nelle scuole superiori, e nell'Università. 

Queste scuole superiori danno un titolo agli allievi che segui- 
rono con profitto i loro corsi; ma questo titolo, raccomandazione 
efficace per trovarsi un impiego, non ha valore legale, 

In Svizzera, Germania, Inghilterra, America, la professione 
dell'ingegnere è libera. 
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Chiunque può proclamarsi ingegnere come proclamarsi falegname. 
Il diploma, o laurea universitaria, serve agli alunni come raccoman- 
dazione per un primo impiego. In seguito occorre che l’ingegnere 
provi, con attestazioni dei capi delle ofticine, che egli è in caso di 
ben esercitarlo. Così mi fu assicurato dai politecnici di Zurigo, di 
Monaco in Baviera, di Charlottenburg presso Berlino; ove l’idea del 
diploma per esercitare la professione di ingegnere fu considerata 
come cosa ridicola. 

Più controversa è la questione della laurea per l'esercizio della 
medicina. In Svizzera ogni Cantone segue criterii speciali. Sonvi 
Cantoni, come quello di Appenzel, e alcuni altri, ove l'esercizio della 
medicina è perfettamente libero. 

Ivi si impiantarono stabilimenti grandiosi, per la cura delle ma- 
lattie, indipendenti da ogni metodo ufficiale, cui ricorrono gli amma- 
lati di tutto il mondo. E non ci consta che i risultati siano inferiori 
n quelli ottenuti con medici diplomati, 

Negli Stati Uniti d'America vige la stessa varietà di legisla- 
zione; in aleuni l’esercizio della medicina è libero. 

Questa questione degli esami di promozione ha nulla in comune 
cogli esami di concorso. 

Ogni amministrazione, privata o pubblica, ha il diritto di sce- 
gliere il suo personale coi criterii che crede più opportuni. Mentre 
gli esami di promozione sono spesso di poco valore, o dimostrano 
ferocia nell’esaminatore, gli esami di concorso sono necessariamente 
serii, e difficili. Nessuno è bocciato agli esami di concorso; può riu- 
scire o no nel numero prefissato degli eletti, 

Mentre l'insegnamento è cosa grata, e per l’insegnante e per gli 
allievi, l'esame pone l’uno contro gli altri. Il lavoro che si fa negli 
ultimi giorni per prepararsi agli esami dà nessun protitto scientifico, 
e rovina la salute di tanti studenti piccoli e grandi. 

Il professore che riunisce la duplice qualità di insegnante e di 
esaminatore, non è riconosciuto bene dagli studenti se sia un amico 
o un nemico. Pater ct judex, diceva un mio antico professore; e l’al- 
lievo non sa se amarlo come pater, o detestarlo come judes. 
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(172). DEFINITIONE DE NUMEROS 
IRRATIONALE SECUNDO EUCLIDE 


(Bollettino della Mathesia, Pavia, snno VII 1935 aprile, } 


29% TI 
= ntl-ntat 


Il presente articolo è seritto in Interlingua; e così il lettore 
può farsi un'idea del movimento, accentuatosi in questi ultimi amni, 
in favore della lingua internazionale. 

Sonvi più specie d’Interlingua, con varii nomi; tutti basati su 
grammatica minima, e sul vocabolario oggi internazionale. Alcuni 
giornali matematici, quali L'Enseignement mathématique di Ginevra, 


LE 


e il Mathesis di Gand, ed altri italiani, cominciano a farne uso. 

L’Interlingua qui usata è il « latino sine flexione ». Le sne re. 
gole risultano evidenti a chi avrà Ja pazienza di leggerne una pagina. 
Per ulteriori spiegazioni, vedasi il mio Vocabulario commune, 2* ediz, 
1915]. 


Euclide expone proprietates de humeros irrationale in plure sno 
libro; in modo speciale in libro X. ‘Tractatione Incipe in libro V, 
Me trascribe definitione N. 5, cum versione interlineare : 

Ev 16 aòrò A6y® ueyédn heyetar elvar  o@TOv TOÒG 

In illo ipso ratione magnitudines se-die que-es, primo ad 
Oeuteguv xa toltov T0òs téraotov, Gtav tÙ TOÙ smoOMtov sal 
secundo et tertio ad quarto, quando illos de primo et 

è n n ha è Candl dr i % è 
Toltov Îioduic mtolhatidoia TV tOî dEUTE0OU ol tetdorov 
tertio aequo-vice multiplices de-illos de secundo eb quarto 

ioaxis  stollarmiactov xod 6rorovoîv Ttollariuotopòy ÉxdTEDOv 
aequo-vice multiplices, per quocumque multiplicato singulo 
exatéo0v ff dua Ureoln ) dua oa © duo &Meim 
de-singulo, aut simul supera, aut simul aequo es ant simaul defice, 
ingpdérta KUTdAANnA a. 


sumptos correspondentes, 
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Vocabulos juneto « se-dic,... de-singulo » responde ad uno solo 
vocabulo de originale graeco, 

Versione in latino de Heiberg (editore Tenbner) supprime vo- 
cabulos «per quocumque multiplicato singulo de singulo ». Nullo 
versione pote es toto fidele. Nos semper debe lege libros in origi- 
nale; versione auxilia solo ad lectura, 

Nune nos da ad propositione praecedente, constructione simile 
ad linguas neolatino ; et nos habe: 

« Nos die que, dato quatuor magnitudine, ratione de primo ad 
«secundo aequa ratione de tertio ad quarto, quando sumpto mul 
« tiplices de primo et de. tertio juxta uno numero arbitrario, et 
«sumpto multiplices de secundo et de quarto juxta alio numero 
«arbitrario, sì multiplice de primo es majore, aut aequale, ant mi- 
«nore de multiplice de secundo, tune in correspondentia, multiplice 
«de tertio resulta majore, aut aequale, aut minore de multiplice 
«de quarto », 

Si nos adopta symbolos de algebra, et scribe proportione sub 
forma a/b = e/d, nos habe : 

«Dato quator magnitudine a, d, ec, d, nos dic que afb = c;d, 
«quando, sumpto ad arbitrio duo numero m, n, si ma > nb, seque 
«“me>nd; si ma = nb, seque me= nd; si ma < nb, seque me < nd». 

Nunc nos adopta symbolos de logica-mathematica, symbolos que 
per opere de CourttukAT in Francia, de RussELL et WHITEHKAD 
in Anglia, de HunTINeTOoN et de MoorE in America, hodie es de 
usu internationale. 

Symbolos es: 

8, que indica propositione individuale, 

9 » propositione universale, aut deductione, 

Definitione de Euclide sume forma : 

a, db, c, d s magnitudine .g..ab=c/d.=: 

m, n e numero . Ma > ND. )mn me > nd: 

» «ma=b mani Mmo= Md: 
» MA ZZAD 9) min me nd 

Tres puneto (.*.) divide propositione in 3 parte; primo parte 
consta ex hypothesi «a, d, c, d es magnitudine », et ex signo de 
deduetione «tune ». 

Secundo parte es aequalitate diviso per duo puncto (:) in primo 
membro a/b = c/d, et signo = «significa ». Secundo membro es af 
firmatione simultaneo de 58 propositione diviso per :, nam singulo 
propositione es diviso in partes per puncetos simplice, « S1 m, n es 
numero et si ma > nd, tunc pro omni m et n, es me > nd». 
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Ultimo forma de definitione Enelideo, contine duo vocabulo 
«magnitudine» et «numero». Vocabulo «numero >», Versione de 
greco doudpos, significa actuale «numero integro positivo» indicato 
in Formulario mathematico per signo N (ant Ny) 

Euclide non adopta expressione aequivalente ad nostro <nume- 
ro rationale »; sed semper seribe \6yos Sv dorduòc 0dg aovbuòyv EyeL 
«ratio quam numerus ad numerum habet » ; in symbolos N/N. 

Et Euelide non adopta expressione «numero reale (rationale 
aut Iirrationale)»; sed semper loque de ratione de dno magnitudine, 
Magnitudine, de que nos considera ratione, es homogeneo ; conditio- 
ne de homogeneitate es seripto in Euclide, in definizione 4, praece- 
dente illo que nos considera, 

Ergo, si in loco de ma > nò nos sceribe a/b > n/m; si in loco 
de «/b et de e/d nos seribe « et y, et in loco de n/m nos seribe &; 
resulta que « et y es quantitate reale (Q de l'ormulario), et £ es 
numero rationale (R de Formulario). Definitione sume forma: 

vyeO.pe=gy=izeR.2<x.09.2<4y: 


ARR 


> LR a) >Y 

«Nos die que duo numero reale x el y es aequale, quando omni 
numero rationale 2, minore de # es minore de y; et omni rationale 
majore de @, es majore de y; et si # — #, resulta etiam 2 — Yy». 

Et in modo plus breve: 

«Duo numero reale (irrationale) es aequale, per definitione, 
quando omni numero rationale minore de primo es minore de se- 
cundo, et viceversa », 

aut «quando classe de numeros rationales minore de primo 
conteide cum classe de rationales minore de secundo ». 

Logica-mathematica adopta signo 3, pro indica operatione inver- 
so de e. Signo — significa « et ». Ergo R-e23(2 < x) significa « ra- 
tionales et tale que satisfac conditione 2 < a >, 

Tune definitione de Euclide sume forma : 





“yeQ.p:a=y.=.R_esle<a)=R-33(2< 7) 
scripto in Lormulario mathematico, editio V, 1908, pagina 105, 
Prop. 21. 

Ergo omni numero reale x divide rationales in duo classe, ra- 
tionales minore de x, et rationales majore de x. Isto divisione es 
vocato sectione (Schnitt ab Dedekind in 1872). Euclide pone per 
definitione, que duo numero reale es aequale, si responde ad identico 
sectione de rationales, 
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De duo classe de rationales, suffice de considera primo; nam 
secundo classe es complemento de primo. Primo elasse, id es classe 
de rationales minore de uno numero reale, es vocato « segmento » 
(Strecke de Pasch, 1872). Ergo Euclide die que duo numero reale 
es aequale, quando es extremo de idem segmento. 

Quod praecede es puro et simplice versione de definitione in 
Euclide. Nos verte non solo graeco in interlingua, sed etiam lingua 
de mathematica de illo tempore in symbolos actuale. 

Quod non es scripto in Euclide, es existentia de irrationales. 
Euclide considera solo irrationales que resulta ex constructione geo- 
metrico, id es per extractione repetito de radices quadrato ; et exi- 
stentia de magnitudines resulta ex geometria. 

In Euclide non existe propositione de typo : 

«Ad omni sectione de rationales responde uno numero reale », 

aut «omni segmento de rationales habe limite supero rationale 
aut Irrationale », 

aut «omni fractione decimale illimitato repraesenta uno numero 
reale », 

ete. etc. 

Propositione existentiale praecedente, scripto post theoria de 
numeros rationale, contine idea novo «numero reale irrationale »; 
ergo non es postulato, que es relatione inter ideas noto. 

Et non es definitione, nam non habe forma: 

numero reale — expressione composito per ideas praecedente, 

Super natura de isto propositione existentiale, et suo transfor- 
matione in definitione, multo es seripto in ultimo tempore. Isto 
quaestione pertine ad theoria de definitiones per abstractione. 

Prof. BURALI-FORTI, RUSSELL, et plure alio, stude cum acumine 
isto quaestione. Labores plus recente es : 

CIPOLLA, Amalisi Algebrica, 1914, 

MAOGCAFERRI, Sulle definizioni di enti astratti, e sul concetto di 
numero reale, Periodico di Matematica, 1915. 
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(194). AREA DE RECOTANGULO 


[Rassegna di matematica e fisica, Roma, 1921, vol. I, pp. 200-208) 


Libros practico de mathematica adopta regula : 

1. — Area de rectangulo vale producto de basi et ‘altitudine. 

Sed libros scholastico de geometria, quasi unanime, non approba 
produeto de duo magnitudine, declara propositione precedente non 
exacto, et affirma quod propositione exacto es: 

1 bis. — Mensura de area de rectangulo vale producto de men- 


sura de basi per mensura de altitudine, 


Me puta propositione 1 exacto, et propositione 1 bis, plus longo, 
incompleto. Idem varietate de opinione es in caleulo super magnitu- 
dines de physica. Per exemplo, dum plure auctore die que velocitate 
es spatio diviso tempore, alios dic que velocitate es mensura de spa- 
tlo diviso mensura de tempore. 

Propositione 1 contine phrasi « producto de duo longitudine », 


‘que non es definito in arithmetica, et debe es definito in geometria. 


Nos sume per definitione : 

2. — Produeto de duo segmento es area de rectangulo compre- 
henso ab illos, 

Tune propositione 1 es vero, per definitione. 


Il presente articolo è scritto in «latino sine fexione ». Le parole sono la- 
tine, e non legate da grammatica. Queste parole sono quasi sempre internazionali ; 
perciò questo articolo può essere letto da chiunque, anche ignorando il latino, 
conosci letterariamente una delle lingue neolatine, l'inglese incluso, Le poche pa- 
role non internazionali risultano dal contesto, o al più, da un vocabolario latino, 

La lingua internazionale fece progressi mirabili. Dal Volaptik del 1880, sem- 
plicissimo, ma inintelligibile senza un breve studio, siamo arrivati a forme di in- 
terlingua, che per quanto possano parere brutte, sono più largamente intelligibili 
di qualunque lingua nazionale. 

Per l'internazionalità «delle parole, vedasi il Focabulario commune ad latino, 
italiano, francais, english, deutsch; publicato ab Academia pro Interlingna, 1915, 
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Nunc, ex figura, resulta proprietates commutativo ei distributiro 
de produeto geometrico : 

3. — Si a, b, c, es segmento, tune ax<b=Dbxa. 

4, — Et ax<(b+c)=axb+ax<c. 

Unde resulta, sine ulteriore consideratione de geometria : 

5. — Si m, n es numero reale (integro aut fracto aut irratio- 
nale, positivo vel absoluto), tune 


(ma)><(nb=(mxn)(a xd). 


Si nos pone af = ma, b'= nb, propositione 5 sume forma : 

6. — (al ><d)f(a >< b) = (aa) >< (0‘/D). 

Ergo, produeto geometrico conserva proprietates fundamentale 
de producto arithmetico, et es satisfacto principio didactico vocato 
« permanentia de leges formale ». 


Euclide (anno 300 circa a. Ch.) expone isto theoria, in lingua 
differente. Differentia principale non es ab greco ad linguas moderno, 
sed in vocabulos mathematico, ab illo tempore ad hodie. 

Euclide, in libro 2, pone definitione 1 (textu de Heiberg, Lipsia 
1888): sav naoo)A\nAéyoaupov do0oydviov aeguéleotar Aéyerai dò duo 
TOv TH)V d00)v yovfav mepieyovowyv ebbero. 

Versione litterale: « Omni parallelogrammo rectangulo es dicto 
comprehenso ab duo recta que comprehende angulo recto ». 

Versione libero : « Rectangulo es dicto producto de duo latere », 
conforme ad definitione 2. Et in realitate, Heiberg, in loco citato 
semper verte «rectangulo comprehenso ab a et d» in ax. 

Propositione 3, proprietate commutativo de produeto geometrico, 
es evidente. 

Propositione 4, de proprietate distributivo, coincide cum theo- 
rema 1 de libro 2 de Euclide. 

Propositione 5 et 6 coincide cum Euclide libro 6 prop. 28: 
«rectangulos habe ratione composito ex illo de lateres », A6Yov èyet 
tÒOv ouyrxelpevov Èx TOY mievoov. 

Herone, anno 150 ante Ch. in Geometrica 14,1, mo\vrhaciacov 
tò nidros èri tò ufjxoc, multiplica latitudine per longitudines, adopta 
lingua plus conforme ad moderno. 

Propositione 1 es scripto in omni libro de geometria de seculos 
sequente. Sed confusione inter magnitudine et numero non debe es 
raro, nam Vieta, mortuo in anno 1603, in libro « In artem analyti- 
cam isagoge >», caput 3, da regulas super operationes de magnitudines: 

« Si magnitudo in magnitudinem ducitur, qua fit, huic et ill 
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heterogenea est >. Versione: «si nos multiplica magnitudine per 
magnitudine produeto es heterogeneo ad isto et ad illo ». 

Et adde: « Quibus non attendisse causa fuit multe caliginis et 
c:ecutiei veterum Analystarum », « Defectu de attentione ad isto re, 
es causa de obscuritate et cescitate de vetere analystas» (et de 
modernos). 

Propositione 1 contine termino area. Suo usu non es uniforme 
apud anetores, 

Euclide adopta duo vocabulo &pappotovta, et toa, que vocabu- 
larios verte in coincidentes (congruentes), et @quales. Primo vocabulo 
habe valore de moderno quale, et in modo plus preciso, habe va- 
lore de signo =. Secundo vocabulo responde ad phràsi moderno 
<«eequale in magnitudine ». Si « et d es superficie, tune: 

«=D significa «a coincide cum dD, omni puneto de figura @ es 
puneto de figura è, et viceversa », 

Area a= area D, significa «a et b habe areas quale ». 

Ut nos jam dic, Euclide non habe vocabulo disjuneto cum va- 
lore area. Herone adopta éufadév. 

Fs utile distinetione inter «rea et superficie. Area es magnita- 
dine. Superficie, facie superiore de corpore, versione de tupdvera de 
Euclide, es figura, aut classe de punctos. 

Legendre (a. 1752-1833), in GCométrie, livre III, prop. 1, die: 

« J'appellerai figures équivalentes celles dont les surfaces sont 
égales », 

Hoc es inutile duplicatione de nomenclatura. Omni definitione 
utile substitue definito breve ad definiente longo, non substitue uno 
vocabulo per alio. Ex duo termino area, et equivalente, uno es su- 
perfluo. Me puta utile de conserva area et supprime equivalente. 

Populos primitivo trahe unitates de mensura ab humano corpore, 
digito, pede, passu. Herone, Geom. 4, 1; Tà dè uéroa #tedontar darò 
tov dvboonivov usiv, Saxtihov, modéc, Pruaros. 

Idea de area resulta ex agricultura. Unitate de area es die 
de aratura, in greco aÀétoov, in latino jugero, in regiones de Italia 
giornata, in Francia arpent, in Anglia acre, in Germania Morgen, 
in Austria Jock. 





Homero, Odyss. XI, versi 577, pone gigante Tityo jacente super 
novem Jugero : ò è’ én° gvvea xeiro réie00a. Versione de Pindemonte: 
«Sul terren distendevasi e ingombrava quanto in dì nove ara di 
tauri un giogo ». 

Plinio, Historia nat. XVIII, 9, deriva jugero ab jugo. « Jugerum 
vocabatur quod uno jugo boum in die exarari posset ». 
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In tempore posteriore, geometras sume per unitate de area, qua- 
drato super unitate de longitudine. Herone, N. 33, die que jugero, 
lovyegoy, es longo pedes 240, et lato pedes 120, unde nasce pedes 
quadrato, gv tergayovo mé6d0g, 23800. 

Nota quod ratione de jugero ad pede quadrato non es numero 
quadrato. 


5I 4 es magnitudine, et #m es numero reale, tune ma es magni- 
tudine homogeneo cum a. Viceversa, si 5 es magnitudine homogeneo 
cum a, tune, per «ddefinitione, dja es illo numero m tale que D = ma. 

b/a, lege «b diviso a», ant « quotiente de bd per a», es in Eu- 
clide vocato ratione, h0Y05; vocabulo moderno es rapporto, francais 
rapport, In libros moderno, D/4 es dieto « mensura de d relativo ad 
a» aut «mensura de b, si a es unitate de mensura ». Pro uno idea 
nos habe uno symbolo /, et plure vocabulo superfino. Definitione de 
uno ex istos vocabulo per alio es illusorio: «rapporto es quotiente, 
aut quotiente es rapporto, rapporto de d ad a es mensura de d re- 
lativo ad 4», es definitiones rotatorio, cireulo in definiendo. Phrasi 
«nos voca rapporto de duo magnitudine homogeneo quotiente de 
numeros que mensura illos relativo ad uno unitate » non solo es 
cireulo vitioso, sed non pote es disjuneto ab propositione : « resultatu 
non varia, si unitate de mensura varia »., 

In phrasi « mensura de d, si @ es unitate de mensura», que 
indica b/a, duo parte non pote es disjumneto. Omni magnitudine pote 
es unitate de mensura, id es, seripto ad denominatore; in praxi es 
lle usu frequente digito, pede, metro, centimetro, pro longitudines, 
metro quadrato, jugero pro areas ete. Et mensura de db pote es omni 
numero, sicut valore de fractione de numeratore d. 

Propositione 6, si pro denominatores nos pone metro, fi: 


(a >< d)/m® = (a/m) >< (0/1), 


que significa, ut es scripto in plure libro: «mensura de area de 
rectangulo a >< d in metros quadrato vale mensura de 4 in metros, 
multiplicato per mensura de »d in metros», es propositione completo. 

Qui supprime denominatores, obtine propositione 1 bis, que non 
es completo, nam denominatores defice, eb non es vero que mensura 
de rectangulo in jugeros vale mensura de basi in pedes per mensura 
de altitudine in passus. 

Auctores que adopta propositione 1 bis, responde: mos habe 
seripto in linea precedente, quod mensura de longitudines es in 
metros, et mensura da areas in metros quadrato, Hoc confirma quod 
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propositione 1 bis non pote es disjuneto ab linea precedente, id es, 
in se non es completo. 

Aliquo auctore, in loco de mensura seribe valore, et auge numero 
de vocabulos inutile. Alios seribe prop. 1, sed per area, basi, altitu- 
dine, intellige numeros, que mensura illos, relativo ad unitates non 
explicato in ipso propositione. 

Isto substitutione aut confusione de magnitudines et numeros 
jam es in Legendre, livre III, prop. 1: « L’aire d’un parallelogramme 
quelconque est égale au produit de sa base par sa hauteur», sed 
in nota seribe : 

« Le produit des lignes A et 5, qu'on appelle aussi leur re- 
ctangle, n’est autre chose que le nombre d’unités linéaires contenues 
dans A, multiplié par le nombre d’unités contenues dans b», 

Libros didactico, que contine propositione 1, ubi area, basi, al- 
titudine es magnitudines et non numeros, es hodie raro. Me cita 
A. PENSA, (Geometria, ed. 4, anno 1917, pag. 76, ubi questione es 
exposito in modo elaro. 

Vide etiam L. DELLA CASA, apporto di grandezze eterogenee, 
Atti Accademia Torino, 1916. 

In conclusione, me puta que libros scholastico debe adopta pro- 
positione 1, inter magnitudines, independente ab omni unitate de 
mensura, et debe supprime propositione 1 bis, non completo, Usu 
de producto de magnitudines es constante in physica; labore es 
producto de Kilogrammas per metros; notationes C. G. S. es com- 
pleto, et nullo explicatione super unitates de mensura debe es addito. 








(216). SULLA RIFORMA DEL CALENDARIO 


(Atti della Reale Accad. delle Scienze di Torino, Vol, LX, 1927, 8 maggio, pp. 500-568) 


Il Ministro della pubblica Istruzione trasmise a questa R. Ace- 
tademia il Rapporto sulla riforma del calendario, presentato dal Co- 
mitato speciale di studio alla Commissione consultiva delle Comu- 
nicazioni e del transito della Società delle nazioni, di pag. 167; 

e il Verbale della Commissione, 23 e 24 giugno 1926, 

Il Ministro prega Accademia di comunicare le eventuali osser- 
vazioni in merito ai surriferiti documenti. L'Accademia nella riunione 
del 24 aprile mi diede tale incarico, 


Come è noto, il nostro calendario rimonta ai primi re di Roma. 
I mesi seguivano la luna. Giulio Cesare fece l’anno di 365 giorni, 
più un bisestile ogni 4 anni. I mesi conservarono il nome antico, 
Ina più non seguirono la luna. Il calendario giuliano si diffuse in 
tutto l'impero romano. Il Cristianesimo vi aggiunse la settimana, e 
ia Pasqua, che dipende dalla luna. In fine, il pontefice Gregorio XII, 
nel 1582 fece scorrere il calendario solare di 10 giorni, e rese comuni 
gli anni 1700, 1800, 1900. Egli fece pure scorrere il calendario lu- 
nare, da cui dipende la Pasqua, di 3 giorni. La riforma gregoriana 
iu accolta dapprima nei paesi cattolici; e dopo molti anni dai pro- 
testanti. L'Inghilterra la adottò nel 1752. La Russia passò dal ca- 
lendario giuliano al gregoriano il 1° gennaio 1918, la Grecia il 
1° marzo 1923; e così si ricompose l’unità del dio 

Il Parlamento Turco col principio di questo anno adottò il no- 
stro calendario, 

Anche il Giappone adottò il nostro calendario. La società di 
toniucio in Cina dice (Relazione, pag. 95) che il governo cinese 
adotto il calendario gregoriano, ma il pubblico rimane fedele al 
contuciano, 

Il succedersi dei mesi con vario numero di giorni, e degli anni 
comuni e bisestili, rende la corrispondenza fra le date e i giorni 
lella settimana un problema che il pubblico risolve solo sfogliando. 
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i calendarii dei vari anni. Sonvi tavole che permettono di risolvere 
questo problema. Ma esso appartiene all’aritmetica elementare. Della 
stessa natura è il problema di determinare la data della Pasqua. 

Nella Relazione si dà il consiglio di insegnare nelle semole le 
regole per risolvere i problemi sul calendario. Queste regole sì tro- 
vano ad esempio nel mio libro: Giochi di aritmetica, editore Paravia(*). 

Aleuni, per opporsi ai riformisti, dichiarano (pagg. 49, 52, 6D;.) 
che questa complicazione nel calendario è un prezioso strumento di 
controllo e di verifica nelle date. 


Il Comitato ricevette ben 185 progetti di riforma del calendario. 
Tutti dichiarano però che la riforma si potrà solo ottenere quando 
tutte le autorità saranno concordi ad accettarla, onde non distrug- 
gere l’unità del calendario, oggi faticosamente raggiunta. 

Si propose di modificare l’éra, i nomi dei mesi, il principio del- 
l’anno, ed ogni punto del nostro calendario. Ma queste proposte non 
ebbero adesione. Due sole proposte ricevettero vasta approvazione 
dai corpi consultati: il calendario perpetuo e la stabilizzazione della 
Pasqua. 

Il calendario perpetuo divide Panno in quattro trimestri, coi 
mesi di 30, 30 e 31 giorni; ogni trimestre consta di 13 settimane 
esatte. Rimangono nell’anno uno o due giorni complementari, detti 
ciorni bianchi, da porsi fuori della settimana. Il calendario di un 
trimestre servirà per tutti i trimestri dello stesso anno, e degli anni 
SUCCESSIVI. 

La data della Pasqua ora varia dal 22 marzo al 25 aprile. Tutti 
i corpi consultati sono favorevoli a fissarla alla prima o seconda 
domenica di aprile; alcuni si astennero, nessuno fu contrario. Fu- 
rono specialmente favorevoli le autorità scolastiche, perchè così sa- 
rebbero più uniformi i programmi delle scuole nei varii anni. Molte 
Camere di commercio ritengono che la fissazione della Pasqua favo- 
risce l'industria dei vestiti, alberghi è trasporti, 

La nostra Accademia già fu interpellata su questo problema, € 
nella riunione del 2 marzo 1924 si appoggiò la proposta del calen- 
dario perpetuo, e della fissazione della Pasqua, come nella Itelazione, 
pag. 75. 

Chi scrive è di opinione che convenga sempre aderire alle me- 
desime proposte, che già ottennero l'enorme maggioranza : calendario 
perpetuo, e fissazione della Pasqua. 


(©) Trattasi del lavoro n, 203, la cui prima edizione è del 1924, U. €, 
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